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Stehen z. B. im Supermarkt mehrere Kassen zur Auswahl, so neigt man dazu, sich bei der Kasse mit
der kiirzesten Warteschlange anzustellen, um die eigene Wartezeit zu minimieren.

Aus Erfahrung weill man jedoch, dass diese Strategie nicht immer zielfiihrend ist. Da die Bediendau-
ern der einzelnen Kunden zufalligen Schwankungen unterliegen (der eine hat mehr im Einkaufskorb,
der andere weniger; Bezahlvorginge dauern unterschiedlich lange), kann es vorkommen, dass an der
langeren Warteschlange zufillig viele schnell abzuarbeitende Auftrage aufeinander folgen, wahrend an
der kiirzeren Schlange zeitlich aufwandigere Auftrige liberwiegen. In diesem Fall muss man an der
kiirzeren Schlange moglicherweise langer warten als an der langeren Schlange.

Mathematisch ldsst sich zeigen, dass diese Situation umso hdufiger eintritt

e je unregelmiRiger die Arbeitsauftrige der einzelnen Kunden sind,
e je mehr Kunden in den Warteschlangen stehen und

e je kleiner der Unterschied in der Lange der Warteschlangen ist.

Sind umgekehrt alle Arbeitsauftrige gleich aufwandig, so wird man an der Kasse mit der kiirzeren
Warteschlange gesichert auch schneller abgefertigt werden.

1 Mathematische Formulierung des Problems

Um analytisch zu berechnen, wie grok die Wahrscheinlichkeit ist, dass man an der kiirzeren Warte-
schlange langer warten muss als an der langeren, wihlen wir die folgenden Bezeichnungen:

e Wir treffen in einem Supermarkt am Kassenbereich ein. Zwei Kassen sind gedffnet (und an jeder
geodffneten Kasse arbeitet ein Bediener, es gilt also zwei mal ¢ = 1).

e Die Bedienrate betrage an beiden Kassen 1 > 0. Die Bedienzeiten seien exponentiell verteilt. Es
gibt also keine strukturellen Unterschiede zwischen den Kassen in Bezug auf die Bediendauern.
(Von auRen ersichtliche strukturelle Unterschiede wédren z. B. wenn eine Kasse eine ,,maximal
3 Teile"-Kasse ist oder eine Kasse explizit fiir nur Barzahlungen oder nur fiir Kartenzahlungen
eingerichtet ist.)

e An der ersten Kasse befinden sich zum Zeitpunkt unseres Eintreffens a € N Personen; an der
zweiten Kasse b € N. Die Anzahl umfasst jeweils die wartenden Kunden und den Kunden in
Bedienung.

o Es sei @ > b, d.h. an der ersten Kasse befinden sich mehr Personen als an der zweiten. Da
die Bediendauern an den beiden Kassen keinen systematischen Unterschieden unterliegen, ist
es naheliegend, die zweite Kasse zu favorisieren.
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Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, an der zweiten Kassen langer warten zu miissen, als dies an
der ersten Kasse der Fall gewesen wire, d. h. mathematisch formuliert:

P(W(b) > W(a))
(trotz b < a).

2 Exponentialverteilung

Im Folgenden wird es darum gehen, die Verteilung fiir die eigene Bediendauer in Abhangigkeit von der
Wahl der Warteschlange zu bestimmen. Die eigene Bediendauer setzt sich aus der Restbediendauer des
aktuell in Bearbeitung befindlichen Kunden und der Summe der Bediendauern aller anderen Kunden
vor uns in der Warteschlange zusammen.

Die Bediendauern der wartenden Kunden (deren Bedienungen noch nicht begonnen haben) unterliegen
gemaR der obigen Annahme der Exponentialverteilung. Um die Faltung der einzelnen Zeitdauern
berechnen zu kdnnen, muss also noch die Verteilung der Restbediendauer des aktuell in Bearbeitung
befindlichen Kunden bestimmt werden.

Fiir die Verteilungsfunktion F'(t) der Exponentialverteilung gilt:
PX<t)=F@t)=1—e" fir t>0.

Fir die Restbediendauer einen Kunden, der bereits tg > 0 Zeiteinheiten bedient wurde, gilt gemal
der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit:

PUX <t+t}n{X >t Pltg< X <t+t
P(X <t+1to|X >ty) = (X <t+tofn{X >t0}) Plto <X <t+to)

P(X > 1) P(X > ty)
_ Ft+to) — F(to)
1 — F(to)
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= l-e"=F@1t)=P(X<t).

Das bedeutet, die Wahrscheinlichkeit, dass die Restbediendauer eines Kunden, der bereits ¢ty Zeitein-
heiten bedient wurde, kleiner oder gleich t ist, entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass die Bediendauer
eines neu ankommenden Kunden kleiner oder gleich ¢ ist. Mit anderen Worten: Die Restbediendauer
eines Kunden, der bereits tg Zeiteinheiten bedient wurde, ist ebenfalls exponentiell verteilt mit dem
gleichen Verteilungsparameter . Wie lange der Kunde bereits bedient wurde, spielt also (wenn die
Exponentialverteilung fiir die Bediendauern angenommen wird) fiir seine Restbediendauer keine Rolle.
Diese Eigenschaft der Exponentialverteilung wird auch als Gedachtnislosigkeit bezeichnet.

3 Faltung der Exponentialverteilung

Wir wissen nun also, dass die eigene Wartezeit an einer Kasse, an der sich n Kunden vor uns be-
finden (n — 1 wartend und einer in Bedienung), sich aus der Summe von n exponentiell verteilten
Zufallsvariablen zusammensetzt. Gesucht ist folglich die Verteilung der Summe von n unabhangigen,
exponentiell verteilten Zufallsvariablen X1, ..., X,,.

Die Dichte der Verteilung, die sich als Summe von zwei Verteilungen (mit Dichten f und g) ergibt,
wird mit f % g bezeichnet und wie folgt berechnet:

(Fro)e) = [ "t —v)ely) dy.

2



Dieser Vorgang wird die Faltung der Dichten genannt. Die Dichte der Verteilung der eigenen Wartezeit
ist also die n-fache Faltung der Dichte der Exponentialverteilung. Die n-fache Faltung einer Dichte f
mit sich selbst wird mit f*" bezeichnet.

Per Induktion ldsst sich nachrechnen, dass die n-fache Faltung der Dichte der Exponentialverteilung
mit Parameter u die Dichte der Erlang-Verteilung mit den Parametern n und p ergibt. Fiir Dichte
und Verteilungsfunktion der Erlang-Verteilung gelten:

tn—leTu
t
i BN
Fuoat) = l—eu-z'<> fir ¢>0.
P\ p

Die Wahrscheinlichkeit, in einem Bediensystem mit ¢ = 1 Bediener und n € N Kunden /anger als
t > 0 Sekunden warten zu miissen, ist damit:

n—1
- (pat)*
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k=0

4 Bedingte Verteilung

Bei der gesuchten GréRe P(W ) > W) handelt es sich um eine bedingte Verteilung: Normalerweise
wird gefragt, wie grol die Wahrscheinlichkeit, dass der Wert einer Zufallsvariablen X kleiner oder
groRer als eine feste Zahl ¢ ist. Hier werden jedoch zwei Zufallsvariablen W(,) und W3 in Beziehung
gesetzt. Diese Wahrscheinlichkeit |dsst sich iiber die bedingte Verteilung berechnen:
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5 Momente der Exponentialverteilung

Wir wollen uns nun den Ausdruck
/ ta—l—k—l . 2,& . e—2,ut dt
R+

naher ansehen:



e Eswarena >bund a,be N, d.h.a>2 Damitist n:=a+ k —1 € N fiir alle £ € N.

e Weiter sei zur Abkiirzung fi := 2u.
Damit konnen wir den obigen Ausdruck schreiben als:

/ " e dt.
R+

Das ist aber gerade das n-te Moment der Exponentialverteilung mit Parameter [i:
E[X}] = / t e P dt = / t" fa(t) dt
R+ R+

(mit f5(t) := fi-eP%). Per Induktion l3sst sich zeigen, dass fiir die Momente der Exponentialverteilung
mit Parameter [ gilt:
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6 Endgiiltige Berechnung der gesuchten Wahrscheinlichkeit

Mit den obigen Uberlegungen lisst sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(Wpy > Wig)) Jetzt be-
rechnen:
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Mit der Definition des Binomialkoeffizienten

folgt das Endergebnis:

P(Wpy > W) = <;>a ' > W ' @)k



7 Implementierung in Python

Die Ergebnisformel (1) ldsst sich einfach in Python implementieren. Dabei wird die Funktion binom
aus dem Modul scipy.special verwendet, um den Binomialkoeffizienten zu berechnen. Die Funktion
PWbBiggerThanWa(a, b) berechnet die Wahrscheinlichkeit, an einer Kasse, an der sich b Kunden
befinden, langer warten zu miissen als an einer Kasse, an der sich a Kunden befinden (mit a > b und
Annahme der Exponentialverteilung fiir die Bediendauern):

from scipy.special import binom

def PWbBiggerThanWa(a, b):
assert a > b, "a muss grofler als b sein"”
return O.5x*a*sum([binom(a+k-1, k)*0.5*x*xk for k in range(b)])

Variiert man b (die Lange der kiirzeren Warteschlange) im Bereich von 1 bis 25 und wihlt a :=b+1,
a:=b+2und a:=0b+ 3, so ergeben sich die in Abbildung 1 dargestellten Graphen.
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Abbildung 1: Wahrscheinlichkeit, an der kiirzeren Warteschlange |langer warten zu miissen

Es ist deutlich zu erkennen, dass die Wahrscheinlichkeit, an der kiirzeren Warteschlange langer warten
zu miissen (hohe y-Werte), umso groRer wird, je kleiner der Unterschied in der Lange der Warte-
schlangen ist (griiner Graph) und auch je langer die beiden betrachteten Warteschlangen insgesamt
sind (groke x-Werte).

Interaktiv ausprobieren ldsst sich dieses Verhalten auf der folgenden Webseite:
a-herzog.github.io/QueueCalc/?function=ShortestQueueValues
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